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Resumen

En este trabajo se analizan: (i) las concepciones de los profesores sobre la demostracién matema-
tica, puestas de manifiesto cuando participaban en un entorno virtual de aprendizaje y (ii) la influencia
que sobre dichas concepciones tiene la resolucién de problemas de probar usando software dinamico.
Los profesores tesolvieron diferentes problemas geométricos de probar utilizando software dindmico
de Geometria y sin utilizarlo, participaron en foros virtuales y analizaron actividades instruccionales,
que tenfan como objetivo promover el desarrollo de demostraciones en los estudiantes de Educacién
Secundaria. El disefio de la investigacion realizada es del tipo «desing research-based» en un contexto de
aprendizaje (Cobb, P. et al,, 2003). El analisis de los datos sigui6 un proceso inductivo para identificar
diferentes perfiles de los profesores. Los resultados indican que los profesores mantenfan concepciones
duales sobre la prueba al considerarla como un objeto de ensefianza en la educacion secundatia y como

un instrumento en el campo de las matematicas, como ambito cientifico. Los profesores mantenian
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tres funciones especificas de la prueba: convencer-comunicar, verificar y sistematizar. En cuanto a la
influencia del uso de software dindmico sobre las concepciones de la prueba, en los diferentes estudios
de caso generados, la funcién explicativa de la prueba aparece como una herramienta para convencer y
los profesores ven util el uso del software dinamico durante la resolucion de los problemas para poten-
ciar esta funcién. Los profesores consideraban que el software dinamico permitira realizar comproba-
ciones en casos particulares, que ayudaran a establecer la diferencia entre comprobar y generalizar. Estos
resultados sugieren que la estructura del entorno virtual y el tipo de tareas que los profesores tuvieron
que realizar, influyeron en la generacion de las reflexiones de los profesores sobre las relaciones de los
contextos dindmicos y estaticos para el desarrollo de la prueba, y en el analisis de actividades instruccio-

nales para sus alumnos.

Palabras clave: concepciones profesores, prueba, software dinimico, entornos virtuales, resolucion

de problemas.

Abstract

The goal of this research was to analyze (i) mathematics teacher’s conceptions of mathematical
proof when they participate in an interactive virtual learning environment, and (ii) how solving
geometrical proof problem using dynamic geometrical software influences their conceptions. Teachers
solved different geometrical problems using and without using dynamical software, participated in
virtual debates and analyzed a sample of high school tasks of geometrical proofs. Research design was
a «design research-based» in learning context (Cobb, P. et al, 2003). The analysis of the data followed an
inductive process in order to identify and characterize several profiles in relation to teachers’ conceptions
of proof. The findings pointed out by those teachers held dual conceptions of proof, according to
this, it was considered as school content or as a mathematician activity. We identified three profiles
considering the functions of proof that teachers underlined: to convince-communication, to verify and
to systematize. Regarding the influence of the use of dynamic software on the conceptions of proof in
the different case studies generated, the function of explaining appears as a tool to convince others and
the dynamic software is used to enhance this feature. Teachers thought that dynamic software would
allow to check on particular cases helping to establish the difference between checking and generalizing,
The findings suggest that the structure of virtual learning environment and the tasks that they had
to solve influenced the thoughts of the teachers about the relationships between dynamic and static

context to make proofs in the analysis of instructional activities.

Key words: teachers” conceptions, proof, dynamic software, virtual environment, problem solving,
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El proceso de probar como contenido matematico en la Educacion
Secundaria. El papel del profesor de matematicas

A pesar de las recomendaciones sobre la necesidad de introducir el trabajo con pruebas en
el aula desde edades tempranas, esta tarea no termina de desarrollarse (Boero, 2007; Hanna
& Jahnke, 1996). Las investigaciones estan subrayando la influencia del profesor en el tipo de
significados que los estudiantes asocian al proceso de probar (Stylianides, 2007; Stylianides
et al., 2007; Knuth, 2002a, 2002b) puesto que las concepciones del profesor sobre la prueba
influyen en las caracteristicas de la ensefianza que desarrolla en el aula (Putnam y Borko, 1997).
Por ejemplo, los resultados de la investigacion de Knuth (2002a, 2002b) indican que los pro-
fesores asignaban a la prueba diversas funciones pero, cuando trabajan con ella en secundaria,
cteen que sélo es apropiado hacetlo con una minorfa de estudiantes (los de mayor competen-
cia curricular) y la consideran mas como un tépico que estudiar, que como una herramienta
para comunicar y aprender matematicas. Para los profesores que participaron en esta investiga-
ci6n, la prueba era un medio para verificar y comunicar contenido matematico, que convencia
de la validez de resultados y procedimientos, pero el proceso de probar no era considerado un

medio para explicar por qué un resultado era cierto.

Por otra parte, Dickerson (2006) analiza las concepciones sobre la prueba y el rigor mate-
matico de profesores de Matematicas en practicas. Los resultados de su investigacion indican
que los futuros profesores enfatizaban las funciones comunicativa y explicativa de la prue-
ba, dando especial relevancia al nivel y preparacion de los receptores de la misma. Selden y
Selden (2003) aportan informacién sobre la forma de realizar pruebas de futuros profesores
de Matematicas, llegando a la conclusién de que, aunque parecian conocer la légica y coheren-
cla matematica que subyace en los argumentos utilizados en un proceso de prueba, no fueron
capaces de reconocetlos e identificarlos, lo cual limitaba su capacidad para construirlos. En
este mismo sentido, Knuth (2002a) indica que la mayorfa de profesores de Matematicas de
secundaria identificaban correctamente los argumentos que constitufan pruebas, pero tam-
bién consideraban vilidos algunos argumentos que no lo eran. En este sentido, Raman (2003)
indica que los profesores buscan argumentos comprensibles que convenzan de la verdad del
argumento, pero que deben ser comunicados de manera rigurosa y formal, empleando el len-

guaje matematico adecuado.

Desde otra perspectiva, Weber y Alcock (2004) analizan las formas de probar de profe-
sores y estudiantes universitarios, caracterizando las demostraciones analizadas como seman-
ticas y sintacticas. Para estos autores, la principal caracteristica de las pruebas semanticas es la

creacién de «instantineas», consideradas como imagenes o representaciones que el individuo
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utiliza de manera sistematica y repetida para pensar sobre un objeto matematico, de manera
que éste adquiera significado para ¢l. Estas instantineas se supone que pueden ayudar a ge-
nerar una demostracion formal. Por otra parte, cuando se desarrollan procesos de probar y
el individuo utiliza y manipula los conceptos matematicos sélo de manera logica, con el fin
de asegurarse de que se siguen las reglas del manejo de los simbolos matematicos, se dice que
realiza pruebas sinticticas. Los autores llegan a la conclusion de que los profesores usaron su
intuicién y buscaron elementos que les permitieran entender el significado de los conceptos,
les ayudaran a encontrar la solucion del problema y a formalizar los resultados. Los estudian-
tes, sin embargo, tuvieron dificultades a la hora de construir representaciones de conceptos y
de utilizar la intuicién para ayudarse en el proceso de probar.

Los resultados de estas investigaciones indican que los significados que los profesores dan,
a los procesos de probar, son claves para entender coémo los profesores analizan el papel de
los problemas de probar, en el aprendizaje de las Matematicas. Este hecho ha ocasionado que
la introduccién paulatina de soffware dinimico, como recurso para la ensefianza de las Mate-
maticas, haya puesto de manifiesto la necesidad de analizar cémo conciben los profesores la

introduccién de dicho sgffware en el trabajo con pruebas en el aula.

Pruebas y entornos de geometria dinamica

El uso de entornos de geometria dinamica ha generado la aparicién de diferentes formas de
introducir la prueba (De Villiers, 1998), asi como de diferentes caractetisticas asociadas a la
forma en la que los estudiantes se implican en procesos de probar. Los estudiantes se pueden
introducir en los procesos de prueba a través de la investigacion grafica y dinamica, analizando
el comportamiento de objetos geométricos y de las relaciones existentes entre ellos (Laborde
et al., 2000). Este proceso empirico puede ayudar a los estudiantes a comprender conceptos
y procedimientos matematicos y a sentir la necesidad de realizar justificaciones y pruebas
formales (Marrades & Gutiérrez, 2000). Los entornos de geomettia dinamica pueden poner
de manifiesto contradicciones que promuevan la necesidad de justificar el resultado (Hadas et
al,, 2000), y las herramientas dinamicas proporcionan un contexto, en el que es posible que se
produzca una evolucion del significado de la demostracion, pasando de la intuicién geométrica
al proceso deductivo (Mariotti, 2000, 2001).

Esta nueva situacion, generada por la introduccion del soffware dindmico, a planteado la
necesidad de caracterizar el papel de las concepciones del profesor en la gestion de estos
entornos (Christou et al., 2004; Pandiscio, 2002). Teniendo en cuenta esta situacion, nos plan-

teamos como objetivo de esta investigacion describir y explicar como los profesores conciben
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la prueba y cémo la introduccién del soffware dinamico permite que se generen nuevos signifi-

cados para los procesos de probar.

Los significados y funciones del proceso de probar

En contextos institucionales se reconoce como un significado comun para la prueba el de
validar o justificar una afirmacioén, aportando razones o argumentos (Godino & Martinez,
1997). Pero no es éste el unico significado que se atribuye a la prueba matematica. Diversos
autores seflalan diferentes funciones de la prueba (De Villiers, 1990; Dreyfus & Hadas, 1996;
Hanna & Jahnke, 1996; Hadas & Hershkovitz, 1998; Harel & Sowder, 1998; Matiotti, 2000).

Algunas de estas funciones son:

explicar por qué un resultado matematico es cietto.

comunicar y transmitir relaciones y propiedades matematicas.

desarrollar el pensamiento lggico y abstracto.

establecer un vinculo entre matematicas y realidad.

sistematizar, organizando los resultados en un sistema deductivo de axiomas y teo-
remas y

deseubrir y construir conocimiento matematico.

Se considera que una prueba explica cuando propotciona informacion sobte pot qué un
argumento es cierto (Hanna & Janke, 1996). En este sentido, Hersch (1993) afirma que las
matematicas estan interesadas en algo mas que en el hecho de si una conjetura es cierta, las
matematicas quieren saber por qué lo es. En este contexto, Mariotti (2000) indica que, aunque
es fundamental la dependencia légica de un argumento con respecto a un conjunto de axiomas
y teoremas, es también muy importante comprender el significado de las relaciones existentes
entre el argumento y las propiedades y conceptos de los que deriva.

A las demostraciones también se les asigna la funcién de commnicar, subrayando su papel
social al entendetla como forma de contacto entre matematicos, considerandose como ele-
mento inseparable de las matematicas y componente esencial del hacer, comunicar y dejar
constancia de ellas.

Por sistematizar se entiende desarrollar procesos que permitan la organizacion de resultados
en un sistema deductivo de axiomas y teoremas (De Villiers, 1990). Finalmente, entender la prue-
ba como proceso que ayuda a comprender mejor el conocimiento matematico (Hanna & Jahnke,

1996), supone enfatizar su funcion como instrumento para descubriry construir matematicas.
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A partir de esta caracterizacion de las funciones de la prueba, nos planteamos las siguientes

preguntas de investigacion:

¢Cudles son las concepciones de los profesotes sobte la prueba? ¢Cuales son las fun-
ciones que asignan a la prueba?

¢Qué funciones de la prueba se enfatizan, segtin se use o no soffware dinamico, en el
desarrollo de procesos de probar y en el disefio de oportunidades para que los estu-

diantes se impliquen en la prueba?

Disefio de la Investigacion

La investigacion realizada es del tipo «desing research-based» (Cobb, Confrey, Di
Sessa, Lehrer & Schauble, 2003).

Participantes

Los participantes eran alumnos de dos ediciones del médulo de formacion virtual (e-learning)
«Tecnologias en la Enseflanza de las Matematicas» (Torregrosa, Llinares y Penalva, 2004a,
2004b) del master Nuevas Tecnologias Aplicadas a la Educacidn, coordinado por las universidades
de Alicante, Carlos III de Madrid y Auténoma de Barcelona, en colaboracién con Santillana
Formacion.

Los participantes procedian de diversos paises (Argentina, Chile, Ecuador, Espafa y El Sal-
vador) y tenfan expetiencia profesional diversa como profesores de Matematicas de Educacién
Primaria, Secundaria y Universidad. La investigacion se centr6 en 12 de estos participantes (11
profesores de Matematicas y un ingeniero informatico), debido a la pertinencia de sus respues-

tas a todas las cuestiones y actividades propuestas

Contexto. Entorno virtual de aprendizaje

El médulo de formacion virtual (e-earning) «Tecnologfas en la Ensefianza de las matematicas»

tiene como objetivos:
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Presentar a los profesores herramientas dinamicas e interactivas con el fin de que
reflexionen sobre sus posibilidades didacticas y de integracion en el aula.

Utilizar los foros virtuales de debate como espacio de intercambio de experiencias
profesionales y reflexiones.

Los contenidos del médulo son:

Tépico I: Software dinamico. Procesos de prueba.

Tépico 1I: Los foros virtuales como espacio de aprendizaje y el proceso de definir.
Tépico 111: Internet, recursos para la enseflanza de las matematicas y procesos de
representacion.

Datos de la Investigacion

Los datos de esta investigacion provienen de las actividades realizadas por los profesores en
el Tépico I: Software dinamico. Procesos de prueba, en las que debfan resolver problemas de
probar, junto con sus intervenciones en los foros virtuales de debate. La finalidad del Tépico
I era introducir a los profesores en el analisis de actividades de probar realizadas en contextos
estaticos y dinamicos. Los profesores realizaron siete actividades (en las Figuras II, IIT y IV hay
ejemplos de algunas de ellas) y participaron en tres foros virtuales.

El contenido del Tépico I estd organizado en tres unidades didacticas:

UDT. E/l nuevo softwate y la enseiianza de las matemdticas. En esta unidad se presentan
las caracteristicas del software dindmico y se introduce el uso de Cabri Géometre 11
como un ejemplo de soffware dinamico de Geomettia.

UD2. Diferentes facetas de la nocién de prueba. En esta unidad los profesores debfan
resolver problemas de probar y participar en los foros de intercambio. La estruc-
tura de esta unidad esta representada en la Figura 1.

UD3. Software dindmico y los procesos de prueba como objeto de ensenianza-aprendizaje. Esta
unidad tiene como objetivo facilitar la reflexién del profesor sobre las caracters-
ticas de las pruebas en contextos estaticos y dinamicos.
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FIGURA 1. Estructura de la UD2 «Diferentes facetas de la nocién de pruebax» perteneciente
al Tépico I: «Software dindmico. Procesos de pruebay, del que proceden parte de los datos

de esta investigacion.

| UD?2. Diferentes facetas de la nocién de prueba |
Actividad
L | Resolucién de problemas de Contexto estatico
probar
i Actividad |
Procesos de construccion Actividad 2
3| ¥ resolucion de problemas Actividad 3
de probar en contextos
dinami
. . Actividad
Diagnosticar: Comprobar,
—> probar y comunicar en la
resolucién de problemas

FIGURA Il. Actividad «Resolucién de problemas de probar». Contexto estdtico

Actividad «Resolucién de problemas de probar»

En la Figura, los puntos G y B dividen a MR en tres partes
congruentes, y los puntos G y P también dividen al segmento
AC en tres partes congruentes. Sabemos que AG ° BG.
Demuestra que los angulos R y C son iguales.

Resuelve el problema. Indica el camino que sigues

para resolverlo.

iQué contenidos matematicos usas en algin momen-

to del proceso de resolucion?

{Existe alguna diferencia entre el proceso real de

resolucion del problema seguido y la forma en la

que has comunicado a tus compaferos la resolucion

seguida?

Identifica diferentes maneras de resolver el problema:

. {En qué medida los elementos geométricos
utilizados en el proceso de probar son dife-
rentes en cada uno de los procedimientos
empleados?

. {En qué medida los procesos de comunicar
el proceso de resolucion (la prueba) han sido
diferentes?
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FIGURA IlI. Actividad | del apartado «Procesos de construccidn y resolucidn de procesos
de probar en contextos dindmicos» (UD2 del Tépico |)

Actividad |

Una de las caracteristicas de la geometria dindmica es
la posibilidad de utilizar la modalidad de «arrastrar»
para desarrollar las capacidades de conjeturar. Las
actividades tipo son «investigar bajo qué condiciones

se da alglin tipo de relacién». flf-"/ \.\"- \
Investigad cuando ABC es un triangulo equilatero: T - Ifl _"._ — :II-- -
B e T
i 8 l,l' /
I S
=

La actividad esta pensada para alumnos de 14 afios (2° y 3° de ESO).
La configuracion geométrica esta construida por:

Segun se ha realizado la construccién podemos usar el modo «arrastrar» de Cabri para dinamizar la
construccion en los siguientes casos:

i{Como la dinamizacién de la configuracion geométrica puede ayudar a:

Interseccion de dos rectas.

Bisectriz del angulo (lugar que equidista de los dos lados); por tanto en la bisectriz se
encuentra el centro de la circunferencia que es tangente a los dos lados del angulo.
Perpendicular a uno de los lados del angulo (por Q).

El punto de interseccion entre la perpendicular y la bisectriz (M) es el centro de la circun-
ferencia que es tangente al lado del angulo en Q.

Punto de interseccion de la bisectriz y la circunferencia (P).

Perpendicular a la bisectriz por P.

Se pueden arrastrar las rectas iniciales.

Se puede arrastrar el punto Q sobre el que se ha construido la perpendicular al lado del
angulo que nos ha permitido determinar el centro de la circunferencia (este centro esta
determinado por el punto Q y por tanto no se puede mover directamente).

Probar la igualdad pedida

Comunicar una prueba realizada

Ayudar a convencer con mayor facilidad al compafiero de lo que se ha realizado
Conjeturar nuevas relaciones (generar nuevos problemas)
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FIGURA V. Actividad 2 del apartado «Procesos de construccidn y resolucién de procesos
de probar en contextos dindmicos» (UD2 del Tépico |)

Actividad 2

«Resolucion de problemas de probarm Contexto dinamico.

En la Figura, los puntos G y B dividen a MR en tres partes congruentes, y los puntos G y P también dividen
al segmento AC en tres partes congruentes. Sabemos que AG ° BG. Demuestra que los angulos R y C son

iguales.

L] Dibuja la configuracién geométrica de la actividad «Resolucién de los problemas de
probam utilizando Cabri-Géometre. Usa los datos del problema.
. Construye una macro para generar la configuracion geométrica del problema.
. ¢Te sugiere esta construccién algin método de resolucién distinto al anterior?
. ¢Ha cambiado algo en tu forma de ver y resolver el problema?
L] Utiliza las herramientas de Cabri para dinamizar la configuraciéon geométrica cons-
truida.
. ¢En qué medida la igualdad del problema se mantiene?
L] ¢Coémo la dinamizacion de la configuracién geométrica puede ayudar a :
o Probar la igualdad pedida
o Comunicar una prueba realizada
o Ayudar a convencer con mayor facilidad a un compafiero de lo que se

ha realizado

o Conjeturar nuevas relaciones (generar nuevos problemas)

El médulo finaliza con una Evaluacién, en la que los profesores tenfan que disefiar y
justificar una actividad para sus alumnos, con algin tipo de soffware dinimico, con el objetivo
de que los estudiantes se implicaran en la realizaciéon de demostraciones.

En los «foros virtuales» los profesores podian intercambiar opiniones, experiencias y
materiales. La profesora-moderadora abria los foros con cuestiones relacionadas con las tareas

propuestas (Figura V). Los objetivos de los foros eran:
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Hacer que los profesores expusieran la forma en que habian resuelto las actividades y
reflexionaran sobte lo hecho y sobre los razonamientos utilizados.
Permititles que vieran diferentes formas de probat, realizadas por otros profesores, y

reflexionaran sobre ellas comparandolas con las propias.

FIGURAYV. Cuestiones iniciales en el Primer foro virtual y vinculado a la actividad «Resolu-
cion de problemas de probary.

1° Foro: Resolucion de problemas de probar. Actividad.

- Comentad la forma en que habéis resuelto la actividad.

- ¢Qué contenidos matematicos habéis utilizado en el proceso de resolucion?

- ¢Hay diferencias entre vuestra manera de resolver la actividad y la forma en que la habéis

comunicado en este foro?

De entre las respuestas de los demds compafieros, comenta los elementos geométricos utilizados por ellos
que consideres diferentes a los tuyos, asi como las formas distintas de contatlo que hayan utilizado.
Participad todos y replicaos los unos a los otros.

Andlisis y organizacion de resultados

Para inferir las concepciones de los profesores sobre la prueba, se consideraron inicialmente
las categorfas establecidas por Hanna & Jahnke (1996) y por Knuth (2002a, 2002b): verifica-
ci6n, explicacién, comunicacion, sistematizacion y descubrimiento y construccion de conte-
nido matematico. Se realizé un analisis de contenido de las respuestas de los profesores a las
actividades propuestas (Llinares, 1991; Pedemonte, 2007). Para analizar la forma en que los
profesores realizan sus pruebas se tuvo en cuenta la clasificacion en pruebas sinticticas y se-
manticas de Weber & Alcock (2004). El andlisis se desarrollé en dos fases (Figura VI).

La primera fase del analisis consistié en una lectura global de las producciones de los
profesores para realizar una inmersion en los datos y construir una referencia global de lo
realizado por cada profesor. A partir de esta primera lectura, una segunda lectura permitié
generar los primeros comentarios preanaliticos. En este proceso, denominamos «protocolon»
al texto producido por un profesor al resolver una actividad, responder alguna cuestion o
realizar una intervencion en alguno de los foros. Posteriormente, los protocolos se dividieron
en fragmentos mas pequefios, que inclufan ideas completas, que denominamos segmentos de
texto. De cada uno de los segmentos de texto se infirieron indicadores de las concepciones
de los profesores sobre la prueba matematica (Figura VII). Después de establecer inferencias
se pasé a la segunda fase del analisis, buscando segmentos de texto que apoyaran la inferencia

realizada.

Revista de Educacidn, 352. Mayo-Agosto 2010 pp. 379-404
Fecha de entrada: 18-10-2007 Fecha de aceptacidn: 24-10-2008

389



390

Torregrosa-Gironés, G, Haro Delicado, M. y Liinares Ciscar, S. CONCEPCIONES DEL PROFESOR SOBRE LA PRUEBA Y SOFTWARE DINAMICO.DESARROLLO EN UN ENTORNO VIRTUAL
DE APRENDIZAE

FIGURAVI. Esquema del andlisis realizado

| Andlisis de segmentos de texto

Objetivo:
Establecer conjeturas

v

Andlisis de nuevos protocolos

Objetivo:
Refinar y apoyar las conjeturas
iniciales
Detectar anomalias
Establecer inferencias

En la segunda fase del analisis se agruparon los protocolos en categorfas, distinguiendo
entre la prueba considerada como proceso matematico y como objeto de enseflanza-apren-
dizaje.

Tanto en una fase como en otra, se prestd atencion a las consideraciones de cada profesor
sobre la introduccion de software dinamico en la realizacién de procesos de prueba, intentan-
do detectar qué funciones de la prueba eran enfatizadas por los profesotes, en los contextos
estaticos y dinamicos. El analisis permitié generar un informe para cada uno de los doce pro-
fesores que fue considerado como un estudio de caso. Posteriormente a la elaboracién de cada
uno de los estudios de casos, éstos se agruparon seglin las caractetisticas puestas de manifiesto
en las concepciones identificadas. La siguiente seccién recoge los resultados producidos por

este analisis.
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FIGURAVIL. Estructura para organizar el andlisis de contenido

Fecha: 05/10/2003

Nombre del profesor: VV

Titulo de la actividad o aspecto
al que se hace referencia: Topico
I, 1° Foro,
problemas de

entre realizar una prueba y comunicarla

Actividad «Resolucion de

probar»- Diferencias

Respuesta de aclaracion a la moderadora

Numero y tipo de intervencion: 3* Intervencion, Contrarréplica

Titulo de la intervencién: «Se ve que no
entendi la pregunta»

PROTOCOLO

SEGMENTOS DE TEXTO

CONJETURAS
(Comentarios preanaliticos)

Creo que los alumnos que participen en
serio en el foro son «forzados» a expre-
sarse, a explicarse y eso es sélo posible
hacerlo bien cuando uno ha comprendido las
cosas. Es decir, que les ayuda a asimilar los
conceptos y a ir interiorizando los métodos
matematicos.

De manera que, efectivamente, explicar
el procedimiento seguido exige una seria
reflexion sobre todos los pasos dados. Hace
muchos afos que tengo conciencia de que
ensefando se aprende mucho.

Los alumnos que participan en
el foro son forzados a expli-
carse

Los foros como herramientas
que potencian la comunica-
cion y obligan a explicar las
propias ideas.

Y eso es sélo posible hacerlo
bien cuando uno ha comprendi-
do las cosas

Comunicar exige compren-
der bien el contenido que se
ha de transmitir.

Les ayuda a asimilar los con-
ceptos Yy a ir interiorizando los
métodos matematicos

Comunicar ayuda al que
transmite a asimilar y a apro-
piarse de los conceptos y
procedimientos matematicos
que intenta transmitir.

Explicar el procedimiento segui-
do exige una seria reflexion
sobre todos los pasos dados.

Comunicar supone explicar y
ello exige una reflexion previa
importante sobre el proceso que
se ha de desarrollar para ello.

Resultados

Después de analizar los doce casos se realizé una agrupacion de los mismos considerando las

relaciones encontradas entte sus concepciones y teniendo en cuenta las funciones enfatizadas por

los profesotes, tanto en situaciones de ensefianza-aprendizaje como al considerar la prueba como

proceso matematico. Mediante este procedimiento se obtuvieron tres categorias: Convencer-

comunicar, Verificary Sistematizar. Los resultados obtenidos indican que no podemos considerar

estos significados aislados, por ello se establece también la relacidn existente con el resto de

funciones que los profesores asignan a la prueba. La Figura VIII recoge las caracteristicas y

relaciones identificadas, en cada una de las funciones de la prueba consideradas. Estas caracte-

risticas de describen a continuacion.
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FIGURAVIII. Caracteristicas de las funciones de la prueba enfatizadas por los profesores, en

contextos estdticos y dindmicos

—> Verificar
Convencer <
n=4
Comunicar
y
Necesidad de
desarrollar dos
procesos distintos
segun los receptores
de la prueba
Matematicos Estudiantes |
\ )
<t
Procesos || Iniciar con comprobaciones
logico-deductivos en casos particulares
Explicar | | Construir y Descubrir
Apoyo en las caracteristicas
graficas y dindamicas de
determinado software
Verificar > Sistematizar
n=6 \ Poner de manifiesto n=2 Integrar los resultados en
la validez general del una estructura axiomatica
proceso que permita utilizarlo en
v otras situaciones
Proceso matematico y Objeto De5§rrollo de pr‘ocesos
de ensehanza-aprendizaje 16gico-deductivos

Inconveniente el uso
de software dinamico

Iniciar con comprobaciones
buscando la generalizacion
del resultado

Procesos o
légico-deductivos

Considerada la prueba como objeto
/ de ensefanza-aprendizaje

Apoyo en las caracteristicas — La necesidad de utilizar el conoci-
graficas y dindmicas de miento previo y de razonar favorece
determinado software la construccién y descubrimiento de

contenido matematico
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Convencer-Comunicar

Esta categorfa esta formada por aquellos profesores (n=4) que consideran que la funcién
principal de la prueba es la de convencer que un argumento matematico es cierto. Para estos
profesores convencer implica verificar, puesto que se ha de justificar la validez del argumento a
probar, pero colocan el énfasis en la Comunicacidn del proceso considerando que lo mas impot-

tante es que el interlocutor comprenda el sentido de la prueba y acepte el resultado.

Independientemente de la manera de resolver el problema, el método de comunicarlo
es lo importante, pienso que si no se comunica de tal manera que el problema sea vi-
sualizado.. ., el proceso de aprendizaje se vera evidentemente limitado... (Actividad 1.

UD1 «Resolucién de problemas de probam. Primera carpeta de entrega. Profesor IJe).

Desde esta perspectiva, para convencer a otros es preciso desarrollar dos tipos de pro-
cesos, segin los interlocutotes sean matematicos o estudiantes. Los matematicos solo
admitirin procesos logico-deductivos en los que el «sentido de la prueba» esté en desarrollar
correctamente dichos procesos, identificando y vinculando propiedades matematicas en los
diferentes pasos. Para estos profesores alcanzar el objetivo de comvencer se fundamenta en la
correccion del razonamiento deductivo generado. Por ello, distinguen entre comprobacion y
prueba, y buscan en el desarrollo de procesos deductivos argumentos irrefutables que pongan
de manifiesto de manera inequivoca la validez del argumento que probar o la generalizacién
del resultado. Por ejemplo, uno de los profesores, al considerar los problemas de construccion
realizados con el sofware dinamico, indicaba que el razonamiento basado en la visualizacién
y, por tanto, en la desctipcién de las propiedades geométricas a partir de las construcciones
graficas realizadas, no se puede considerar una verdadera prueba. Este profesor diferenciaba
entre argumentos empiricos —apoyados en el manejo de unos cuantos casos particulares—y ar-
gumentos l6gico-deductivos que permiten generalizar la validez de las proposiciones. Para este
profesor, el proceso de prueba se vincula a la necesidad de expresar de una manera simbdlica la
hipétesis, los pasos dados y la tesis. Es decir, la manera en la que se comunica el razonamiento
vinculado a un proceso de probar es tan importante como los argumentos o relaciones que se

puedan establecer.

Sobre si efectuar mediciones sobre una grafica es una demostracion valida, debo men-
clonar que como demostracion tedrica no es valida, la demostracion grafica sirve para

conceptualizar visualmente una teotfa pero esto no la autentifica... es también nece-
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sario la expresion de la hipétesis en forma simbdlica, la tesis en forma simbdlica, y

también constatar proposiciones y razones. (Primer foro. Profesora AnDi).

Por otro lado, los profesores que enfatizan la funcién de convencer consideran que, para
convencer a estudiantes, es mejor empezar con comprobaciones en casos particulares —argu-
mentos empiricos—, para lo que supondra una gran ayuda el uso de herramientas graficas y

dinamicas.

... el factor fundamental de usar este tipo de programas (soffware dinimico), es de po-
der oftrecer a nuestros alumnos, otra manera de resolver los problemas, y no tan s6lo
centrarnos en hipdtesis, sino mediante comprobaciones, si cabe la pena decitlo, fisica-
mente al arrastrar las figuras y poder comprobar los tridngulos mediante mediciones. ..
Para nuestros estudiantes muchas veces la demostracién dindmica permite conven-
cetlos con una mayor efectividad y llevarlos luego a analizar de forma deductiva las
formulas e hipoétesis, por lo que para ellos, la demostracién dinimica constituye un
pilar fundamental sobre el cual desarrollar sus conocimientos. (Primer foro. Profesora

AnDi) (énfasis afiadido).

Cuando los profesores enfatizan la funcién de «convencer» del proceso de prueba, hacen
referencia al caricter explicativo que éste debe tener. Para logtarlo, al demostrar, exponen sus
reflexiones, lo que pretenden hacer y los conceptos y propiedades que utilizan. Convencer
determina una manera de comunicar las pruebas, dando toda la informacién necesaria que

evidencie la validez del argumento y la pertinencia de la prueba.

Antes de tratar de resolver el problema, busqué la informacién necesaria, que me otor-
gase, segin yo los conceptos necesatios para su resolucién. Después de su lectura, he

tratado de resumir los conceptos o hipétesis necesatias, para determinar que “R = *C.
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Actividad 1 de la UD1, «Resolucién de problemas de probar.
Profesora AnDi.

Semejanza de triangulos:

Determiné lados homologos.
Determiné caracteristicas de semejanza de triangulos. En este caso Reciproci-
dad: «Si un triangulo es semejante a otro éste es semejante al primero.
En base a esto determiné si tienen sus tres lados proporcionales. Si poseen 2
angulos respectivamente iguales.
Asociécadaangulo consuladoopuesto. Estableciendolaproporcionalidad delos
lados. Apliqué el teorema fundamental de existencia de triangulos semejantes:
«toda paralela a un lado de un tridngulo forma con los otros dos lados un
triangulo semejante al primeron.
Que en nuestro caso particular serfa la recta imaginaria que se traza entre el
punto Gy K,
En el tridngulo MPR, la recta GK // a la recta MP.
En el tridngulo ABC, la recta GK // ala recta AB (// = paralelas). Entonces
el triangulo MPR es semejante al triangulo ABC.
Y el triangulo MPR es semejante al tridngulo GKR.
Y en el triangulo ABC este es semejante al tridngulo GKC. §i el triangulo MPR
es semejante al triangulo ABC entonces

A ="M

"R = ~*C que es lo que buscabamos
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Se considera también de gran ayuda el uso de herramientas dinamicas que permiten expeti-
mentar y comprobar, a la vez que hacen posible la visualizacion y manipulacién de situaciones
matematicas. A través de la representacion grafica de configuraciones geométricas se consigue
plasmar conceptos, relaciones y propiedades detivadas de ellos. Estos profesores se apoyan en
la capacidad visual de estas herramientas, utilizandolas de manera que la comunicacion de los
pasos dados sea lo suficientemente entendible como para que se pueda captar todo el sentido
de la prueba, consiguiendo as el propésito de «convencer a través de una determinada forma
de comunicar explicando.

La concepcion de convencer a alguien, también aparece en la consideracion de la prueba
como objeto de enseflanza-aprendizaje. Se convence a los estudiantes potenciando los pro-
cesos de conjeturar, lo que lleva al descubrimiento de nuevas relaciones. Las caractetisticas
graficas y manipulativas del soffware dinimico permiten experimentar, conjeturar y comprobar,
y ello lo convierte en una potente herramienta que va a permitir al estudiante generar proposi-
clones, a través de la identificacidn de casos particulares. Desde esta concepcion, el profesor
se convierte en guia del aprendizaje, preparando actividades que promuevan la reflexion, el
razonamiento y el uso del conocimiento previo, para que el estudiante pueda por si mismo

construir y descubrir.

... el alumno que experimenta con este applet su aprendizaje se va basando en el des-
cubrimiento... Los jovenes...prefieren modelos...interactivos...y asi crear sus pro-

pios conocimientos. (Actividad «Soffware dinamico. Procesos de prueba». Profesora
AnDi).

No me gusta, si es posible, dar reglas generales y después realizar ejetcicios para aplicar
las reglas generales. Mas bien me gusta que los alumnos descubran estas reglas por
ensayo-crror guiado y que después apliquen esas reglas a casos particulares hasta que
esas reglas se puedan generalizar a cualquier caso... Mi primera idea setfa proponer
un ¢jercicio motivador cuya resolucién no sea evidente. De esta manera dejarfa que
los alumnos fuesen probando hasta encontrar una solucién al problema. (Actividad de

evaluacion. Profesor Manulo).

Verificar

El segundo grupo esta formado por aquellos profesores (n=0) que enfatizan la funcién de

verificar un resultado matematico. La idea dada a la verificacion es la de que el interlocutor acep-
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te la validez general de una proposicién a partir del proceso de demostracion seguido. Desde
esta concepceidn de la prueba, las caracteristicas graficas e interactivas de determinado soffware

dinamico sirven para verificar ya que ayudan a generalizar.

En este caso, una caracteristica sobresaliente y muy util, es que es posible efectuar
transformaciones manteniendo el area pero no la forma de la figura. Es posible re-
petir las transformaciones para diferentes tridngulos rectangulos. (Actividad «Sofiware

dinamico. Procesos de prucba». Profesora CriBor).

También en situaciones de aula, estos profesotes consideran que puede ser conveniente utili-
zat software dindmico, de modo que el estudiante pueda comprobar la verdad de una proposicion,

mediante la generalizacion, antes de iniciar el proceso de la demostracion en si (la verificacion).

En las matematicas siempre ha faltado el proceso de verificacion tangible, que se con-
sigue facilmente con el programa, ademas que produce en el alumno el efecto de con-
jeturar y pensar, lanza teorfas... Ahora existe la posibilidad de que puedan ver de una

forma sencilla lo que se les plantea... (Tercer foro. Profesor Xavi).

Desde esta perspectiva, el énfasis se pone en la busqueda de procedimientos que justifi-
quen un argumento. Lo relevante es la correccion de los pasos dados para ello, y los procedi-
mientos axiomatico-deductivos son garantes de que una proposicion es cierta, independiente-

mente del significado de la proposicién probada.

Aplicar definiciones, propiedades, postulados, axiomas y teoremas para argumentar
afirmaciones que se encadenan en un proceso légico-deductivo, ... para generalizar
una afirmacién a partir de una proposicion dada como hipétesis. .. formalizar aplican-

do rigor en el lenguaje. (Tercer foro. Profesor Xavi).

Sistematizar

Para los profesores (n1=2) que enfatizaban la funcién de sistematizar, la finalidad fundamental
de realizar pruebas es poder integrar el resultado obtenido en una estructura axiomatica, de
manera que dicho resultado pueda ser utilizado en posteriores demostraciones o situaciones.
Para estos profesotes, lo importante es la relacion que se puede establecer entre las diferentes

proposiciones geométricas para dar una visién sistematizadora del contenido matematico:
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... buscarfa la generalizacién con el objetivo de usarla después en la resoluciéon de

otros problemas. (Tercer foro. Profesor OB).

Desde esta perspectiva, el uso de software dinimico no es apropiado, puesto que no
permite explicitar el proceso de relacién entre diferentes proposiciones, que es la base de la

funcién sistematizadora de la prueba.

De los varios métodos que pueden existir para resolver este problema... me parece
que no es muy apropiado el utilizar el grafico como referencia exacta para la solu-
cién,... Aunque suene radical, no creo que se deberia invertir tiempo en la comprobacion. ..,
sino mas bien centrarse en los datos de que disponemos y los teoremas que podemos
aplicar para su solucién... Lo mis apropiado me parece Demostrar lo que se quiere
utilizando postulados, teoremas y demas demostraciones de Geometrfa analitica. (Pri-

mer foro. Profesor JC).

Al hablar de sistematizar se enfatiza la diferencia entre comprobacién y prueba, y se
remarca la importancia de establecer el caracter general del argumento, que va a permitir in-
corporarlo a un sistema deductivo axiomatico y aplicatlo en posteriores situaciones, a través de
la capacidad de establecer relaciones entre proposiciones y resultados previos. El énfasis aqui
esta colocado en el caricter «relacional» del proceso de prueba, que permite usar diferentes

proposiciones para mostrar la validez de otra proposicion.

Las otras (pruebas) de soffware dinimico ayudan a comprobar pero no ayudan a buscar
de forma l6gica la manera de demostrarlo... no se buscan relaciones o teoremas que

en verdad demuestren esas verdades. (Tetcer foro. Profesor JC).

Al referirse a la prueba como objeto de enseflanza-aprendizaje, ésta aparece como medio
de construiry descnbrir contenido matematico al relacionarla con el uso del conocimiento previo
y del razonamiento individual, necesarios cuando se ha de reflexionar sobre el contenido y

condiciones del problema de probat y sobre sus consecuencias e implicaciones.

Sobre todo por la movilizacién necesaria de un conjunto de «conocimientos» que los
estudiantes estan obligados a poner en juego a la hora de demostrar. (Actividad «Reso-

lucién de problemas de probar. Profesor OB).

... se desarrolla la capacidad de razonamiento y de buscar soluciones utilizando cono-

cimiento previos. (Segundo foro. Profesor |C).
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Formas de Probar

En lo que concierne a la forma de realizar pruebas, la mayor parte de los profesores es-
tudiados desarrollan, o se muestran favorables al desarrollo de pruebas semanticas buscan-
do herramientas y procedimientos para descubrir y aclarar el significado de los conceptos y
propiedades matematicas con las que trabajan. De esta manera, buscan situaciones matema-
ticas desde las que se favorezca la creacion de «instantaneas» y de imagenes mentales que
permitan entender y asimilar mejor el contenido matematico.

En situaciones de enseflanza-aprendizaje, se enfatiza el hecho de que hay que apoyar las
definiciones y demostraciones tigurosas construyendo modelos mentales no formales, pero
utiles, para que se entiendan los conceptos con los que trabaja (Fischbein, 1982; Thurston,
1994).

Sélo un profesor se mostraba favorable a las pruebas eminentemente sinticticas, consi-
deraba que el desarrollo de una prueba se debe basar solamente en razonamientos logico-
deductivos, que se expresen a través de lenguaje simbolico. Para €l, s6lo estos razonamientos
son validos para justificar la validez del resultado y para facilitar la comprensién del mismo.
Experimentar, conjeturar, comprobar e intentar visualizar o recrear situaciones matematicas,
y las relaciones y propiedades que se derivan de ellas, son inconvenientes porque pueden
entorpecer la reflexion y el razonamiento basado en el desarrollo de argumentos puramente

formales.

Creo que nadie discute las ventajas que brinda un soffware dinimico como Cabti para
el aprendizaje. Sin embatgo, pienso que, por ejemplo, las personas que contamos con
el sentido de la vista no desarrollamos otros sentidos como lo hacen los ciegos, de la
misma forma, al contar con una herramienta como ésta no se desarrolla la capacidad
de razonamiento y de buscar soluciones utilizando conocimientos, sino la habilidad
del ratén de arrastrar para comprobar y medir y ver que es verdad. (Segundo foro.
Profesor JC).
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Discusion y conclusiones

Las tareas disefiadas en esta investigacion, junto con el entorno de aprendizaje seleccionado,
han permitido a los profesores reflexionar sobre sus concepciones sobre la demostracion e
identificar la importancia del trabajo con pruebas en el aula. El soffware dinimico ha sido un
clemento primordial para la mayorfa de ellos al permititles descubrir caracteristicas que favo-
recen y amplian su significado de la prueba. En este sentido, el contraste de los significados
dados a la prueba, en contextos estaticos y en contextos dinamicos, ha permitido explicitar
con mayor claridad las concepciones de los profesores. Sin embargo, las funciones enfatizadas

por los profesores son diferentes.

Para los profesores que enfatizan el caracter de conviccién de la prueba, es necesario
proceder de diferentes formas segun el contexto en el que se trabaje. Si la demostracion
esta hecha por matematicos, o se pretende con ella que un resultado sea aceptado por la
comunidad matematica, el procedimiento utilizado ha de ser légico-deductivo y descrito
utilizando lenguaje simbolico. En situaciones de enseflanza-aprendizaje, reconocen que las
pruebas légico-deductivas son poco convincentes y poco significativas, y que estos aspectos
mejoran notablemente si, previamente, se desarrollan procedimientos en los que se intro-
ducen representaciones graficas y se permite la manipulacién de conceptos (en el mismo
sentido que en la investigacién de Martinez Recio & Godino, 2001). La identificacién de una
concepcion dual de la idea de prueba, vinculada al contexto en el que se encuentra, apoya el
caracter situado de las concepciones (Noss & Hoyles, 1996). Los profesores que asignan a
la prueba como principal funcién la de verificar, también contemplan la posibilidad de desa-
rrollar dos tipos de procesos. En cualquier contexto se ha de realizar una prueba deductiva,
pero se puede considerar el uso de soffware dindmico como elemento que ayude a generalizar

el resultado.

Al igual que en el estudio de Dickerson (2000), los profesores para los que la prueba
adquiere el significado de convencer y de verificar, reconocen que los procesos l6gico-deduc-
tivos son de dificil comprensién y que los estudiantes no ven la necesidad de demostrar. Por
ello, creen que es necesario adaptar los procesos de prueba a las caractetisticas y nivel de los
receptores, y aluden a otros procedimientos para iniciar el trabajo con prucbas. Entre los
procedimientos alternativos, destacan los que utilizan representaciones graficas y comproba-
ciones, pero indicando la necesidad de que el estudiante distinga entre comprobar y probat,
pasando del trabajo con argumentos empiticos, procedentes de la comprobacién de la propo-
sicién en casos particulares, a la realizacién de demostraciones que verifiquen, poniendo de

manifiesto el caracter general de los resultados.
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Mientras que en la investigacién de Knuth (2002a) no hay evidencias de que los profesores
conciban la prueba como medio de explicar por qué un argumento matematico es cietto, en
esta investigacion, los profesores que colocan el énfasis en la funcidn de convencer pretenden
que sus pruebas expliquen por qué un resultado matematico es valido, y como se llega a él. Lo
hacen diferenciando las hipétesis de la tesis, procediendo desde las definiciones y explicando

el uso que hacen de ellas y poniendo por escrito el enunciado de las propiedades que utilizan.

Influencia del uso de software dinamico sobre las concepciones de la prueba

En nuestro estudio, la funcién explicativa de la prueba aparece como una herramienta para
convencer y el sofware dinamico se utiliza para potenciar esta funcién. Para convencer en el
aula, se procede permitiendo a los estudiantes investigar y expetimentar y se buscan herra-
mientas que promuevan la elaboracién de conjeturas, y que permitan la comprobacién de lo
acertado o no de las mismas. De esta forma, se considera que los estudiantes pueden construir
y descubrir conocimiento por si mismos. Para logratlo, el profesor debe conocer a fondo las
posibilidades de dicho soffware y preparar las actividades apropiadas para explotar al maximo
esas posibilidades. Asi, el alumno aprendera a razonar matematicamente y sera capaz de obte-
ner resultados por si mismo, encontrando sentido al desarrollo de prucbas. En situaciones de
enseflanza-aprendizaje, estos profesores consideran que el soffware dinimico permitira realizar
comprobaciones en casos particulares, que ayudaran a establecer la diferencia entre comprobar
y generalizar.

Consideramos de gran importancia la realizacién de nuevas investigaciones en las que los
profesores tengan que reflexionar sobre su conocimiento matematico y sobre su forma de
actuacion en el aula, explicitando sus creencias a través de sus propias reflexiones y del conoci-
miento de formas de proceder de otros profesotes, aspecto que se puede producir a través del
intercambio de experiencias en entornos virtuales de aprendizaje. Obtener informacién sobre
el uso que los profesores hacen de diversas herramientas graficas y dinamicas, con el fin de
mejorar el proceso de enseflanza-aprendizaje de las Matematicas, es también para nosotros un

punto de estudio de gran importancia y en el que se requieren mas investigaciones.
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