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Resumen

Los medios de comunicacion han alertado recientemente a la opinién publica
acerca de una realidad que la investigacion en educacién matemaitica llevaba
evidenciando las dos tltimas décadas: la deficiente formacién matematica de los
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y el proyecto «Caracterizaciéon del conocimiento especializado del profesorado de Matematicas» (EDU2013-
44047-P), financiado por el Ministerio de Economia y Competitividad. Agradecemos su colaboracién a las
Universidades de Sevilla y al ces Cardenal Spinola ceu.
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maestros. Estas deficiencias, que habiamos venido constatando de manera informal
en nuestras universidades con los estudiantes para Maestro (EpM), son el objeto de
estudio de nuestra investigacion. En ese contexto, este articulo describe un estudio
exploratorio tipo survey sobre el conocimiento matemdtico necesario para la
ensenanza que tienen 737 estudiantes para Maestro de tres centros de formacion
de maestros de universidades andaluzas, realizado en el contexto de un Proyecto
de Innovacion Docente de una de ellas. Usando el marco de conocimiento
especializado del profesor de Matematicas (MTsK) y, dentro de €l, el subdominio
relativo al conocimiento de los temas matematicos, se elaboré un cuestionario
que contenia items relativos a fracciones, decimales y porcentajes, contenidos que
fueron elegidos tanto por su trascendencia intrinseca como por su aplicacién a
otros contenidos matemadticos y a otras disciplinas en el dmbito de la Educacion
Primaria. Esto nos ha permitido explorar el conocimiento que estos futuros
profesores poseen sobre esos contenidos. Los resultados han mostrado un nimero
importante de debilidades, algunas de las cuales ya habian sido descritas por la
literatura de investigacion, y también algunas fortalezas. En ambos casos, la
informacién obtenida supone un referente para explorar la realidad de otros
centros de formacion de maestros; un elemento de reflexion para las autoridades
académicas acerca de los procesos de seleccion para el acceso a la universidad vy,
mas concretamente, a estos centros de formacién; y un punto de partida para el
rediseno de sus programas de formacién.

Palabras clave: mtsK, estudiantes para Maestro, formacién inicial, conocimiento
profesional, aritmética.

Abstract

The social media have recently warned to public opinion about a truth that the
research in mathematics education has been pointing up the last two decades:
the poor mathematical training of primary teachers. These deficiencies, that we
have being noticing in our universities with the prospective primary teachers (ppT),
are our object of study. In this context, this paper describes a survey-type study on
the mathematical knowledge required to teach of 737 prospective primary teachers
from three universities in Andalusia. Based on the Mathematic Teacher Specialized
Knowledge (M15K), we have carried out a questionnaire addressing items related
to fractions, decimals and percentages, contents chosen by its intrinsic
transcendence, as by their application to other mathematical contents and other
disciplines, in the ambit of primary school. This questionnaire has allowed us to
explore the knowledge that these future teachers posses about these contents. The
results of the study show an important number of weaknesses, some of them
already described in research literature, and also some strengths. In both cases,
the obtained information gives a base to explore other teacher training centers,
elements of reflection to the academic authorities about the selection process to
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the access to university and, more concretely, to this training centers, as a starting
point to redesign their training programs.

Key words: MTsK, prospective Primary teachers, initial training, professional
knowledge, arithmetic.

Introduccion

De entre los temas aritméticos de la Educaciéon Primaria, probablemente
el que mas trascendencia tiene, tanto como contenido en si como por su
aplicacion a otros contenidos matematicos y a otras disciplinas, es el que
podriamos englobar como fracciones, decimales y porcentajes. Por ello, el
conocimiento matemadtico de los maestros, en este Ambito, requiere una
especial atencidn respecto a su estructura, sus contenidos y sus relaciones.
Se trata de un tema donde es frecuente encontrar, durante la etapa de la
educaciéon obligatoria, un tratamiento algoritmico y ligado a
procedimientos y donde los estudiantes suelen mostrar importantes
lagunas al acabar su formacién (pisa; TIMSS).

El acceso a los estudios de Maestro de Primaria en Espana no tiene
requerimientos especificos y, ademas, no es de los mas demandados, por
lo que es frecuente que muchos estudiantes universitarios decidan realizar
estos estudios sin haber sido su primera opcién. Debemos unir a ello que
un nuimero importante de candidatos tuvo su udltimo contacto con
las matemadticas varios anos atrds. Quizds por ello, su desempeno en
matematicas elementales se muestre tan deficiente (Contreras, Carrillo,
Zakaryan, Munoz-Catalan y Climent, 2012).

Estudios nacionales e internacionales corroboran esta afirmacion, en
relacién con el contenido aritmético elemental y, mds concretamente,
en el ambito de las fracciones, los decimales y los porcentajes. Cabe senalar
los trabajos de Putt (1995), en el campo de la representacion decimal
de los numeros y su ordenacion; Post, Harel, Behr y Lesh (1991), en
relacion con las representaciones decimal y fraccionaria; De Castro, Castro
y Segovia (2004) o Zazkis y Campbell (1994), con los decimales menores
que uno, las reglas de cilculo con nameros decimales o ante situaciones
de ajuste del valor posicional al realizar estimaciones; o Munoz-Catalan y
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Carrillo (2007), en relacién con el uso de métodos formales para la
simplificacioén de fracciones o con el propio concepto de fraccion.

Hemos de anadir que en nuestro modelo de conocimiento del profesor
este saber matematico ocupa un papel muy relevante, por lo que se hace
necesario conocer muy detalladamente el punto de partida antes de iniciar
la formacion.

Desde esta perspectiva, venimos trabajando en un Proyecto de
Innovacion Docente de la Universidad de Huelva «Conocimiento para
ensenar Matemadticas de los estudiantes para Maestro: andlisis de
dificultades» (piE 1101), con el objetivo de determinar las debilidades y
fortalezas que muestran los estudiantes para Maestro (Epm) al iniciar su
formacioén y aportar luz sobre posibles causas, de forma que en el proceso
formativo pueda iniciarse su reconstruccion a la vez que se aproveche la
situacion para la construccion de conocimiento matematico especializado.

En una primera fase, hemos abordado un proceso de identificacion y
analisis de conocimientos matematicos inadecuadamente construidos,
referidos a la matematica de Educacién Primaria. Se ha tratado, por tanto,
de partir del conocimiento matematico comun que tienen los EPM, pero su
andlisis situara a los formadores en otros dos planos: el del conocimiento
de los obstaculos y errores habituales en el ambito de los temas estudiados
y el del conocimiento sobre estrategias de aprendizaje de esos temas,
ambos de interés en la formacioén inicial de maestros.

En este articulo nos centraremos en la identificacion de las fortalezas y
debilidades del conocimiento matematico relativo a fracciones, decimales
y porcentajes de los Epm.

Marco teorico

El conocimiento profesional del profesor es objeto de discusion,
teorizacioén y organizacién de programas en pos de su mejora. En los
trabajos seminales de Shulman (1986) se considera la existencia de dos
macrocomponentes dentro de este conocimiento: el conocimiento de la
materia que se va a explicar y el conocimiento didactico del contenido;
Shulman define siete subdominios en los que se puede organizar el
conocimiento del profesor. Esta distincion resulta interesante a la hora de
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definir programas de formacién permanente y de disenar cursos de
formacién de futuros profesores, ya que, aunque entendemos que el
conocimiento del profesor estd integrado, es posible hacer esfuerzos por
lograr una caracterizacion mas detallada de cada una de las dos
componentes. Tras este trabajo, se han desarrollado varias
caracterizaciones del conocimiento del profesor de Matematicas (Fennema
y Franke, 1992; Davis y Simmt, 2006; Rowland, Turner, Thwaites y
Huckstep, 2009) vy, siguiendo la idea de Shulman de separar en las dos
macrocomponentes anteriormente citadas, desde el grupo de la
Universidad de Michigan se desarroll6 el modelo de Conocimiento
Matemitico para la Ensefianza (MKT, en sus siglas angl6fonas, Ball, Thames
y Phelps, 2008) no solo como modelo de anilisis de conocimiento, sino
como referente para el diseno de programas de formacién del profesorado.
Dentro de esta perspectiva, se definieron tres subdominios para cada una
de las macrocomponentes de Shulman. En este documento tienen especial
relevancia las relativas al conocimiento de la materia, a saber: conocimiento
comun del contenido (cck), conocimiento especializado del contenido
(scK) y conocimiento en el horizonte matematico (Hck). El cck se
caracteriza como el conocimiento de la materia que cualquier usuario de
la matematica pudiera requerir en su profesion, incluyendo a profesionales
ajenos a la docencia. Asi, este conocimiento es el relativo a la matematica
tedrico-practica como cuerpo de conocimiento de posible aplicaciéon a
otros campos; puede considerarse similar a las matemadticas que se hallan
en los libros de texto. El sck es una de las grandes aportaciones del grupo
de Michigan, ya que reconoce la diferencia del conocimiento matematico
que requiere el profesor de Matematicas del que necesita, por ejemplo, un
fisico o un investigador en matematicas. Este conocimiento esta definido
en el articulo de presentaciéon del modelo a través de las acciones que
permiten al profesor: «responder a las preguntas “épor qué...?” [...] o
justificar y evaluar algoritmos no convencionales que desarrollen los
alumnos» (Ball et al., 2008, p. 400), entre otras. Finalmente, el HCK,
definido como «una orientaciobn hacia y una familiaridad con
el conocimiento matematico» (Jakobsen, Thames y Ribeiro, 2013), es el
conocimiento que permite al profesor saber coémo funcionan las
matematicas (de ahi la ‘familiaridad con’), y tener una mirada prospectiva
de los temas matemadticos que considera en el momento de impartir una
clase (de ahi la ‘orientacion hacia’). Sin embargo, este modelo ha suscitado
problemas de definicién entre los diferentes subdominios (Silverman y
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Thompson, 2008), lo que ha conducido al grupo de investigacién de la
Universidad de Huelva a desarrollar un refinamiento del modelo. Este
nuevo modelo, denominado Conocimiento Especializado del Profesor de
Matematicas (Carrillo, Climent, Contreras y Munoz-Catalan, 2013), parte
de la base de que el conocimiento matemitico que posee el profesor de
Matemaiticas es especializado por ser parte del conocimiento que necesita
para impartir docencia, independientemente de que en otras profesiones
pudiera requerirse. Sin embargo, en el desarrollo de este modelo se
considera exclusivamente aquel conocimiento que es especifico del
profesor de Matematicas, y se excluyen aquellos conocimientos generales
utiles para ensenar, pero distantes de la matematica. Asi, se considera que
el conocimiento del profesor de Matemadticas, pese a su naturaleza
integrada, se puede observar desde una perspectiva analitica, considerando
que en la tarea de ensenar el profesor conoce, pone en practica y reflexiona
sobre diferentes objetos, como son, en lo relativo al conocimiento
matematico, los conceptos y procedimientos matematicos, las estructuras
matemidticas o la forma de pensar en matematicas; y, en lo relativo al
conocimiento didactico del contenido, las formas organizar el contenido
matemadtico para su ensenanza, las formas de pensar en los contenidos que
poseen los estudiantes o las directrices curriculares. Asi, estos seis objetos
sobre los que pueden centrarse el conocimiento y la reflexion del profesor
dan lugar a seis subdominios.

En primer lugar, describimos aquellos encuadrados en la caracterizacion
de la macrocomponente descrita por Shulman relativa al conocimiento de
la materia. El subdominio del conocimiento de los temas (KOT) toma como
objeto el contenido matematico y contiene el conocimiento de distintas
dimensiones (que organizamos como categorias) asociadas al tema, como
son las propiedades y sus fundamentos teoéricos, los procedimientos que
se realizan con €], la fenomenologia (Freudenthal, 1983) y las aplicaciones
del contenido a situaciones reales o matemadticas (como diferentes
ejemplos donde el tema se manifieste), los distintos significados y
definiciones del concepto abordado o las representaciones del contenido.
Estas categorias nos permitiran disenar la estructura del instrumento para
obtener informacién y su posterior analisis.

Entendemos que este conocimiento puede ser compartido con otras
profesiones, pero ciertas dimensiones, como los significados del tema,
tienen una especial relevancia en la labor del profesor de Matematicas, y
lo convierten en especializado, en tanto en cuanto suponen una
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herramienta para la realizacion de la profesion de profesor. El
conocimiento de la estructura matematica (KSM), por su parte, tiene que ver
con conocer el contexto matematico de un determinado objeto matematico.
Asi, este conocimiento estructural de las matematicas permitira al profesor
reflexionar sobre el contenido desde una visién prospectiva, en la que
conocimientos avanzados le permitan un tratamiento de la ‘matematica
elemental desde una perspectiva avanzada’, o viceversa, considerar que
estos contenidos pueden abordarse desde una matematica mas sencilla,
respondiendo a la idea de ‘matematica avanzada desde una perspectiva
elemental’. Estas consideraciones, unidas a la idea de Felix Klein de
entender la matematica desde un punto de vista superior, que daria al
profesor una visién de conjunto de la construccién de las matematicas,
constituyen este subdominio. Finalmente, el conocimiento de las practicas
matematicas (kpM) esta formado por el conocimiento sobre como se
construye la matemadtica. Este consta de elementos generales, como conocer
los distintos tipos de demostracién o razonamiento en matematicas, asi
como la sintaxis, o las nociones de clasificaciéon o generalizacion; y de
elementos ligados a temas, como por ejemplo, la 16gica que sustenta la idea
de clase, fundamental para considerar fracciones equivalentes. Estos tres
subdominios constituyen, desde esta nueva perspectiva, el contenido de lo
que en términos de Shulman seria conocimiento de la materia y que en este
caso, dada la contextualizacién matematica del profesor que se considera,
denominaremos ‘conocimiento de las matemadticas’.

Dentro del dominio del conocimiento didactico del contenido (la otra
macrocomponente de Shulman), si nos centramos en las formas de
organizar el contenido matemdtico para su ensenanza, surge el
subdominio del conocimiento de la ensenanza de las matematicas (KMT),
constituido por el conocimiento del profesor de distintas estrategias,
materiales, recursos, o ayudas que le permitan organizar los contenidos
matemadticos de una forma adecuada a sus intereses. Incluimos en este
subdominio el conocimiento sobre teorias de ensenanza, como el
conocimiento de las caracteristicas de la resolucién de problemas como
estrategia metodoldgica en la ensefanza de las matematicas. De igual
forma, si enfocamos ahora el conocimiento del profesor sobre el alumno
como aprendiz, surge el subdominio conocimiento de las caracteristicas
de aprendizaje de las matemadticas (kfLM), donde se incluye el
conocimiento que posee el profesor acerca de las dificultades, errores y
obstaculos de los alumnos, las concepciones e ideas previas acerca de
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conceptos, el lenguaje y vocabulario que suelen usar los estudiantes al
trabajar ciertos conceptos o el conocimiento de pautas de cémo se
produce el aprendizaje del contenido abordado. Incluimos también en este
subdominio el conocimiento de teorias de aprendizaje como APOs. En
tercer lugar, partiendo de las orientaciones curriculares, surge el
subdominio del conocimiento de los estindares de aprendizaje en
matemadticas (KMLS), que contiene las guias que puede tener en cuenta el
profesor a la hora de secuenciar los contenidos, como la literatura de
investigacion, documentos de asociaciones profesionales (por ejemplo,
NCTM) 0, por supuesto, el curriculo oficial del pais en el que imparte
docencia.

Método

Dado que nuestro interés es la identificacion de fortalezas y debilidades
del conocimiento matematico relativo a fracciones, decimales y porcentajes
en los EpM, decidimos utilizar una metodologia tipo survey (Colads y
Buendia, 1998), disenando un cuestionario de respuesta cerrada. El
andlisis de la informacién obtenida se realiz6 inicialmente con un estudio
de frecuencias al que sigui6é una interpretacion, relativa a cinco categorias
del conocimiento del tema fracciones, decimales y porcentajes’:
fenémenos y aplicaciones, significados y definiciones (incluyendo
imagenes de los conceptos), propiedades y su fundamentacion,
representaciones y procedimientos.

Nuestra situacién como formadores de maestros en los tres centros
universitarios participantes nos ha permitido acceder a 737 estudiantes
para Maestro (de los aproximadamente 1.500 que hay) entre la Universidad
de Huelva, el ces Cardenal Spinola ceu de Sevilla y la Universidad de Sevilla.
De estos, ninguno habia recibido previamente formacién en didactica de
la matematica relativa a los temas aritméticos en el grado, por lo que su
formacioén previa consiste en los cursos recibidos desde la Primaria hasta
el dltimo ano de Secundaria en ciertos casos, o hasta segundo de
Bachillerato, dependiendo de la opcion escogida en este.

@ Aceptamos que otros criterios de organizacién son posibles. Usamos este por ser el que se ajusta a nuestro
marco teorico.
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El cuestionario como instrumento de recogida de informacion

Elaboramos un cuestionario piloto que fue probado en un grupo de 52
estudiantes de 2.° de grado en Educacion Primaria del ces Cardenal Spinola
ceu de Sevilla, lo que permitié refinar la herramienta de obtencién de
informacién. Las preguntas seleccionadas emanan de los trabajos de
Dickson, Brown y Gibson (1991); Hill, Schilling y Ball (2004); Ball (1990,
1990b); Hernandez, Noda, Palarea y Socas (2003); Contreras, et al. (2012);
y de la propia iniciativa de los profesores de la materia involucrados en el
proyecto, considerando errores cominmente observados en afos previos.

Teniendo en cuenta tanto su resultado como los tiempos previstos y
reales usados para responderlo, se terminé de perfilar el cuestionario
definitivo, compuesto por 17 cuestiones, de respuesta cerrada, con cuatro
opciones de respuesta y una sola correcta. Ademads, dentro de las tres
opciones incorrectas, hay una ‘respuesta esperada’, que proviene de
resultados de la literatura citada anteriormente.

Las cuestiones 4 y 8 abordaron los descuentos como aplicaciones de
los porcentajes, y la 1y la 13 los significados de las fracciones (como parte
todo), entendidas como fenomenologia. Asimismo, las cuestiones 1, 11,
13, 15 y 16 requieren el conocimiento sobre las definiciones de fraccién
(y papel de la unidad), fraccién impropia, nimero racional, nimero
decimal y sentido del valor posicional. En cuanto a las propiedades y sus
fundamentos, las preguntas 3, 9, 10, 16 y 17 abordan la densidad de los
racionales, la jerarquia de operaciones y la naturaleza de la ordenacién en
nameros racionales (con énfasis en los negativos). En cuanto a la categoria
de representaciones y su interpretacion, todas las preguntas requieren que
se comprenda la expresion en diferentes registros de los racionales o
decimales irracionales (incluyendo porcentajes); a esto se dirigen
especialmente las preguntas 1, 12, 13, 15 y 16. Finalmente, en cuanto a la
categoria basada en procedimientos, las preguntas 4, 5, 6,9, 10, 11, 12, 14
y 17 implican la ordenacién de decimales y fracciones, las operaciones con
fracciones, y las operaciones con decimales (incluyendo operaciones
elementales, cambios de registro).

Los estudiantes recibieron instrucciones para la realizacién del
cuestionario, consistentes en no usar la calculadora.
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El conocimiento especializado del profesor de Matematicas acerca de
fracciones, numeros decimales y porcentajes como soporte del
cuestionario

El conocimiento especializado de un profesor de Matematicas, en
particular el relativo al contenido que trabaja, no solamente tiene sentido
por su valor matemaitico, sino que aporta a la practica docente
herramientas con las que organizar, dar sentido y comunicar el contenido.
Ma (1999) afirma que la falta de conocimiento del contenido (en su caso,
de la divisién de fracciones) genera una dificultad a la hora de crear
representaciones utiles en la ensefianza y que «ni el conocimiento
pedagoégico puede compensar su ignorancia del concepto» (p. 89). Asi
pues, relacionaremos el conocimiento requerido con los diferentes
subdominios planteados en el modelo mMTsk.

Respecto al conocimiento de los temas (kOT), nos interesa averiguar el
significado que los EPM otorgan a las fracciones (por ejemplo, parte-todo),
particularmente a las impropias, como parte de su fenomenologia, asi
como su conocimiento acerca de sus definiciones, representaciones y la
ordenacién y las operaciones con fracciones, decimales y porcentajes
(asociado a la categoria ‘procedimientos’). Entendiendo cada uno de estos
tres elementos como un tipo de representacién del nimero racional, nos
interesa analizar si los EPM son capaces de pasar de uno a otro conservando
el valor numérico y el significado que le atribuyen al propio valor (Llinares
y Sanchez, 1988), ordenando nimeros racionales y teniendo en cuenta en
todo esto la propiedad de densidad de los nimeros racionales. Ligado a
lo anterior, se encuentra el concepto de nimero racional, que asociamos
al conocimiento de la definicién de dicho namero. De igual forma, se
aborda la ubicaciéon de racionales en la recta real, anadiendo a las
dificultades de identificacion y situacion de los nimeros decimales la
casuistica de los nimeros decimales negativos. Otro punto sobre el que se
cuestiona es el del porcentaje, en situaciones propias de aplicaciones
fenomenoldgicas (en contextos como los descuentos), no solo en cuanto
al calculo directo del porcentaje de un nimero, sino también en cuanto a
la forma de revertir el proceso de ‘hacer un descuento porcentual’, asi
como la forma de encadenar dos porcentajes en uno solo, cuestion
intimamente relacionada con el significado del producto de fracciones, a
lo que anadiremos otros procedimientos como la suma de fracciones y la
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obtencion de fracciones equivalentes, y la jerarquia de operaciones. Un
elemento que entendemos que debe formar parte fundamental del kot de
los estudiantes para Maestro es el sistema de numeraciéon decimal (SND),
en el que se profundiza a través de cuestiones sobre sus propiedades y
fundamentos, que abordan la problematica relacionada con la
posicionalidad y el significado de cada uno de los elementos.

Asimismo, nos interesa el conocimiento sobre la relaciéon entre las
fracciones y el area de una figura a través de la identificacion de fracciones
en modelos de representacion de area como partes del total, asi como su
conocimiento de la estructura matematica (ksm), al trabajar con cantidades
genéricas, expresadas en forma de incégnita o variable. También nos
interesa su conocimiento de la prictica matemadtica (kpm) vinculado a
inducir la necesidad de generalizar un procedimiento. Sin embargo,
aunque creemos que estos aspectos del conocimiento que pudiera tener
un EpM son fundamentales en el desarrollo de su practica, no fueron objeto
de especial atencién durante el desarrollo del cuestionario; fue en el
analisis a posteriori de este cuando entendimos que podian ponerse en
juego al responder a algunas preguntas, dada la naturaleza de estas. Por
esa razon, el cuestionario que justificaremos a continuacion esta enfocado
principalmente en la indagacion del kot relativo a fracciones, decimales y
porcentajes (en lo relativo a los elementos resaltados en los dos parrafos
anteriores), buscando tanto las debilidades como las fortalezas del
conocimiento de los futuros maestros.

A continuacién, presentamos las preguntas del cuestionario y la
informacién que deseamos que nos proporcione acerca del kot de los EPM.

FIGURA |. Pregunta | del cuestionario

Si las partes sombreadas del siguiente dibujo representan la parte que nos hemos comido de dos tabletas de chocolate y
la no sombreada la que no nos hemos comido, indica cual de las siguienets opciones representa lo que nos hemos comido.
a) 10/14 de tableta
b) 12/16 de tableta
c) 6/8 de tableta
d) 6/4 de tableta

Esta pregunta esta basada en el problema nimero 5 planteado por Hill
et al. (2004), con el que pretendian calibrar la concepcién que los sujetos
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poseen sobre la unidad, centrando la atencién en la fraccién impropia.
Llinares (2003) anota que la idea de unidad aparece cuando debemos
reconstruirla dada la representacion de la parte.

Su resolucién requiere la toma de conciencia de que hay dos unidades
y de que el resultado es mayor que la unidad: el hecho de que cada una
de las opciones mencione «de la tableta» deberia dejar claro que esa es la
unidad. Eso permite descartar las soluciones a, b, c y comprobar la d como
posible, para lo que basta con ver que cada tableta se compone de ocho
tridngulos congruentes y que la segunda tiene la mitad sombreada. Es
también preciso conocer la equivalencia de fracciones y saber
descomponer 6/4 como 1 (4/4) mas 4/8, e, incluso, el nimero mixto: 1 4/8.

De entre las alternativas erréneas, las mas esperadas son 12/16y 6/8, ya
que en ambas se obvia la idea de fraccién impropia. La opcién 10/14
implica dificultades en la identificacion de una unidad de medida para
calcular la parte sombreada.

FIGURA II. Pregunta 3 del cuestionario

3. Selecciona la respuesta correcta:

a) Laletra A equivale al nimero -1,9
b) La letra A equivale al nimero -2,04
c) Laletra A equivale al nimero -2,1
d) LaletraA equivale al nmero -2,15

Esta pregunta se plantea desde Castro (2001), quien comenta que la
comparacion de nimeros decimales resulta problematica porque se tiende
a considerar la parte decimal como un nimero natural. Ademads, dicha
pregunta supone también la dificultad de anadir la parte negativa de la
recta real, concepto que ampliamos desde la afirmacién de Gonzalez Mari
(2001), quien, refiriéndose a los enteros, asevera que las nociones
asociadas a los nimeros negativos no son ficiles de comprender, aunque
estos se encuentren en situaciones cotidianas. En esta cuestion se requiere
identificar A como nimero negativo menor que -2 y que cada division
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entre unidades es una décima, ademas de la comprension del orden de
nameros decimales y negativos, para ubicar A entre —2 y —2,1. Por otro lado,
Castro y Torralbo (2001) indican que este tipo de representaciéon de
los nimeros racionales en la recta real genera dudas cuando aparecen
varios numeros.

La opcioén a refleja no advertir que A es menor que -2 (o lo que es lo
mismo, pensar que —1,9 < -2) y las opciones ¢ y d pueden implicar no
haber tomado conciencia de la division en décimas que ofrece el dibujo.
Los tres casos conllevan dificultades en la ordenacién de numeros
decimales negativos.

FIGURA IIl. Pregunta 4 del cuestionario

4. Si he pagado 12.710 € por un vehiculo de segunda mano, jcual era su precio de fabrica si su anterior duefio me lo
vendio con un 18% de descuento?

a) La letra A equivale al nimero -1,9
b) La letra A equivale al nimero -2,04
c) LaletraA equivale al nimero -2,
d) LaletraA equivale al nmero -2,15

Esta pregunta se apoya en la afirmacion de Dickson et al. (1991, p. 323)
sobre la «evidente importancia que reviste la comprensién de los
porcentajes en la vida cotidiana y en las actividades comerciales».

En esta cuestioén es preciso reconocer el hecho de que no tenemos el
precio inicial, pero que, si hemos tenido un descuento del 18%, el precio
que hemos pagado es el 82% de la cantidad inicial. Contreras et al. (2012)
han comprobado en su reciente estudio que el error mis frecuente estaba
relacionado con la aplicaciéon del porcentaje mostrado sobre la cantidad
que ya tenia el descuento aplicado, sumandolo a él, o asumiendo que el
precio final supone el porcentaje de descuento de la cantidad inicial.

Resolver la proporcionalidad anterior (que es, de alguna manera, la
situacion inversa de aplicar un descuento) requiere un manejo de las
operaciones bdsicas con numeros racionales. La opcidon ¢ es la mas
esperada de entre las incorrectas y supone la idea de que ‘deshacer’ el
descuento es como aplicar el porcentaje al precio final y sumarlo a él, error
que resulta muy comin (Ariza, Sinchez y Trigueros, 2011).
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FIGURA IV. Pregunta 5 del cuestionario

5. Selecciona la opcion correcta que corresponde al resultado final de la siguiente serie de operaciones:

2) 2700
b) 2,70
o) 27

d) 270

Esta cuestion supone el manejo de las distintas expresiones de un
numero racional, sus equivalencias y las operaciones con ellas (Llinares y
Sanchez, 1988), y probablemente de la estimacion, ya que los cilculos se
realizaron sin calculadora. Es previsible que la mayor dificultad esté en la
altima division, pues suele haber dificultades en comprender que al dividir
se pueda obtener un nimero mayor que el dividendo; asimismo, si
efectian la divisién transformando el nimero decimal en una fraccién, de
nuevo surgen dificultades, ya que, como aseveran Ball (1990b) y Ma
(1999), el algoritmo de la divisién por una fraccién es conocido por la
mayoria, pero no lo es el fundamento matematico que lo sustenta.

FIGURAYV. Pregunta 8 del cuestionario

8. Si una mercancia sale a la venta con un descuento sobre su precio de fabricacion Xy, sobre ese precio, el vendedor
hace un nuevo descuento, lo que paga el cliente se obtiene:

a) Aplicando al valor inicial X la suma de ambos descuentos

b) Aplicando al valor inicial X el producto de los dos descuentos
c) Aplicando solo el segundo descuento sobre el valor inicial X
d) Ninguna de las anteriores es correcta

Al igual que en la pregunta nimero 4, de nuevo estamos ante una
aplicacion no directa de porcentajes, cuya esencia es la identificacién
correcta de los valores sobre los que, en cada caso, han de aplicarse
aquellos (Contreras et al., 2012). Busca identificar un error extendido en
la aplicacion de porcentajes consecutivos; la tendencia natural es sumar
ambos porcentajes para obtener la cifra final. Queremos comprobar
también si son capaces de interpretar tales porcentajes como fracciones:
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en tal caso deberia resultar inmediata la identificacion de la solucion con
el producto de ambos.

FIGURAVI. Pregunta 9 del cuestionario

9. Indica la opcion correcta:

a) Entre 0,21 y 0,22 no hay ningtn nimero decimal

b) Entre 0,21 y 0,22 hay mas de 10 nimeros decimales

c) Entre 0,21 y 0,22 hay exactamente 10 nimeros decimales
d) Entre 0,21 y 0,22 hay exactamente 9 nimeros decimales

FIGURAVII. Pregunta 10 del cuestionario

10. Entre 3/7 y 4/7:

a) No hay ningina fraccion

b) No se puede saber si hay fracciones o no
¢) Hay una cantidad infinita de fracciones

d) Hay un cantidad finita de fracciones

Basdndonos en Ruiz y Castro (2011), en estas dos cuestiones (9 y 10)
queremos identificar el conocimiento sobre el proceso que nos permite
encontrar un numero racional entre dos dados, determinando como error
principal la idea de un siguiente en Z (opcién a); en la nimero 9 esto se
plantea en formato decimal.

La pregunta 10 pretende identificar el conocimiento que permite ubicar
una fraccién entre otras dos dadas, mads alld de la mera comparacién entre
numeradores (opcion a), a través de fracciones equivalentes o previo paso
a las expresiones decimales de las fracciones dadas. También, como en la
cuestion anterior, podremos explorar la idea errénea que sitiia solo un
numero finito de fracciones entre dos dadas, obviando la densidad de los
nameros racionales (Pehkonen, Hannula, Maijala y Soro, 20006); en este
caso, incluso, podemos esperar porcentajes de error superiores a los de la
pregunta nimero 9, pues la representacioén a través de cocientes entre
numeros enteros de los nimeros racionales acentia esta confusion.

La opcion a responde a la idea intuitiva de que entre dos fracciones de
igual denominador y numeradores consecutivos (en Z) no se pueden
generar mas fracciones. La opcioén b supone un distractor, basado en la
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duda que pudiera generar el conflicto entre la idea intuitiva que nos guiaria
hacia la opcién a y la intuicidon de las propiedades de densidad de los
numeros racionales. Las opciones ¢ y d nos informan de la capacidad de
los EpM para generalizar el proceso de generacion de fracciones entre dos
dadas, quedandose en una cantidad limitada (opcién &) o en una cantidad
infinita (opcién correcta, c).

FIGURAVIII. Pregunta | | del cuestionario

I'l. Un niimero que se encuentra a tres milésimas de 2,347 es:

a) 2,344
b) 2,647
c) 2,317
d) Ninguna es correcta

Se aborda la comprension del snDp (ideas basicas, Ma, 1999), pero esta
vez a través del concepto de distancia, que esperamos que sea interpretado
como una sustraccion (opcion a), habiéndose elegido esta en vez de la
suma por ser menos evidente. Las opciones incorrectas estin generadas
para evidenciar el desconocimiento del valor posicional de la milésima,
que puede confundirse con décima o centésima. Konic, Godino y Rivas
(2010) senalan que, siendo el concepto de valor posicional un
componente esencial del curriculo en Primaria, forma parte de las
dificultades cominmente detectadas en el aprendizaje de los nimeros
decimales.

FIGURA IX. Pregunta |12 del cuestionario

12. Indica cual o cudles de las siguientes representaciones equivalen a |,75:

a) 15/10x5/10
b) 100x0,75

c) 3/4+100/25
d) 12/8+50/200

Como Munoz-Cataldn y Carrillo (2007), pretendemos analizar, aunque
con un planteamiento diferente, la capacidad de estimar y operar con
fracciones y decimales de forma combinada sin el uso de calculadora, a
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través de un pensamiento flexible de las estructuras subyacentes, lo que
supone un dominio de las equivalencias entre distintas expresiones de un
numero racional. Algunas opciones deberian descartarse por estimacion,
como ¢, en la que aparece una fraccion equivalente a cuatro sumada a un
ndmero positivo.

FIGURA X. Pregunta |3 del cuestionario

I3. Sefala la representacion grifica equivalente a la fraccion 7/8:

' [N 0

b)

) ay b son correctas
d) Ninguna es correcta

Al igual que en la primera cuestion se analizaba la fracciéon impropia,
en esta se aborda el concepto de fraccién propia, pero en este caso se
proporciona como dato la expresion numérica y se busca la correcta
identificacion de su representaciéon icOnica, sefialando como error
esperado la opciéon ¢, lo que, ademads, informard de nuevo sobre el
concepto de fraccion impropia.

FIGURA XI. Pregunta 14 del cuestionario

14. Indica qué porcentaje es equivalente a 2/10:

2) 2%
b) 20%
o) 0,2%
d) 0,02%

Esta cuestion requiere la simple identificacion de la equivalencia entre
las expresiones decimal y en forma de porcentaje de un nimero; el error
esperado es la opcion c al ser la expresion decimal de 2/10. Pretendemos
profundizar con esta pregunta en la habitual dificultad de los alumnos para
relacionar una fraccién con un porcentaje, algo que Dickson et 4l. (1991)
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mencionan como una de las debilidades detectadas en algunos estudios
realizados al respecto. Ahadimos la posible aparicion de dificultades con
el sND en cuanto a la posicion de la coma al dividir entre 10 vy,
posteriormente, pasar a porcentaje.

FIGURA XII. Pregunta |5 del cuestionario

I5. En 1,237 hay:

a) 23 décimas
b) 12 décimas
c) 237 décimas
d) Solo hay 2 décimas

Al igual que en la cuestion undécima, se aborda la comprension del snD,
esta vez con expresiones decimales, dotando de significado a cada uno de
los términos y profundizando en la comprensién del valor posicional
de los elementos relativos a la parte no entera.

Konic et 4l. (2010) destacan que el modo en el cual se expresan ciertos
problemas planteados en los libros de Primaria al respecto puede llevar a
no considerar la relacioén entre la posicion que ocupa una cifra y el valor
asignado; en nuestro caso, la respuesta esperada es d solo bay dos
décimas, haciéndonos eco de esta situacibn de conocimiento
habitualmente mal construido.

FIGURA XIII. Pregunta |6 del cuestionario

16. Selecciona la opcion correcta:

A N\ A

a) 123 < 1,232 <123 <123
A A N\

b) 123 < 1,232 <123 < I,23

N A A

o 1,23 < 1,232 < 1,232 < 1,23

d) Ninguna respuesta es correcta

Esta cuestion requiere comprender correctamente la ordenacion de
numeros en sus expresiones decimales y, subyacente a esta ordenacion,
comprender el significado de la periodicidad de una cantidad. Asimismo,
comprender la ordenacién mediante la comparacion del valor posicional
también requiere que se comprenda el significado de dicha posicionalidad.
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FIGURA XIV. Pregunta |7 del cuestionario

17. Selecciona el resultado de la siguiente operacion:

2/10-[1/4+3/2+(-8-1/5)]=
a) 13320
b) 1197/180
) 117120
d) ay b son correctos

Finalmente, esta cuestion pretende valorar la capacidad de operar con
fracciones, cinéndonos en este caso a su sumay resta, asi como la jerarquia
de las operaciones y la equivalencia de fracciones, ya que el resultado
correcto requiere identificar todas las soluciones posibles, en este caso, las
fracciones equivalentes.

Resultados y conclusiones

El Grafico 1 muestra la distribucién de porcentajes en cada una de las
cuestiones atendiendo a la respuesta correcta y el error acumulado.

Las cuestiones 1 y 13 (significado y representaciéon de fracciones,
fracciones impropias), 8 y 14 (porcentajes como aplicaciéon y operador),
15 (significados en el sND) y 17 (aspectos procedimentales relativos a las
fracciones) son las que presentan menor porcentaje de respuestas
correctas; en la cuestion 4 (aplicacion de porcentajes) también el error
acumulado supera el valor de respuestas correctas. Por otro lado, en las
cuestiones 3 (propiedades y significados de decimales negativos), 5
(operaciones combinadas), 11 (significado de distancia como sustraccién
en el sND) y 12 (representacion y operaciones con fracciones), el porcentaje
de respuesta correcta es significativamente elevado, mientras que en las
cuestiones 9 y 10 (encontrar un racional entre dos dados, en sus
expresiones decimal y fraccionaria) y 16 (representacion de decimales),
aunque el indice de respuestas correctas supera al total de errores, los
valores se muestran muy cercanos.
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GRAFICO |. Distribucion de porcentajes de respuestas correctas y error acumulado
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El tratamiento de las fracciones impropias es menos frecuente que el
de las fracciones propias en la educacién obligatoria, por ello, el bajo
resultado de las cuestiones 1 y 13 era esperado: puesto que la
interpretacién de fracciéon como partes de un todo es la mas ficilmente
comprensible (Castro y Torralbo, 2001), se tiende a presentarlas asi en el
medio escolar; si no se trabaja correctamente el concepto de unidad,
puede generarse una errénea construccioén del concepto fraccién cuando
las partes superan la unidad.

Por otro lado, Dickson et dl. (1991) ya mencionan otros estudios
relativos a esta cuestion en los que quedaba de manifiesto la no
comprension de la fracciéon impropia al ser representada mediante
subareas de una unidad de superficie. Los mismos autores presentan como
ejemplo la suma de dos fracciones propias que da lugar a una fraccién
impropia y mencionan la confusiéon que se genera ante una mala
adquisicion del concepto unidad al reinterpretarla en el resultado.

El significado de fraccién, que puede estar asociado a contextos de
partes de un todo (continuo o discreto), operador, razén o cociente
(de dos enteros), se trata frecuentemente en Primaria desde la primera de
las perspectivas y utilizando modelos de partes de una sola unidad. El
cuarto contexto, que proporciona de manera natural la idea de fraccién
impropia y que estd asociado a un significado de la fraccién que los
estudiantes de Educacién Primaria han trabajado previamente (divisién
partitiva), no suele relacionarse con el de partes de un todo. Ademas es el
que mads se acerca a la definicion formal de fraccion. Precisamente, obviar
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esta definicién suele conducir a algunos Epm a identificar 3,5/7 como
respuesta a la décima cuestion.

De la misma forma, utilizar los porcentajes mas alld de la mera
aplicacién a un valor concreto, como es el caso de las cuestiones 8 y 14,
suele resultar complejo. En la primera de ellas esperadbamos el resultado
obtenido, pues suele ser parte del elenco de errores con que nos solemos
encontrar en las aulas de formacion inicial de maestros. El caricter
consecutivo de los descuentos lleva a identificar la suma como operacién
que conduce al resultado, de la misma forma que para averiguar el precio
inicial, conocido el precio con descuento, los EpM aplican el porcentaje
de descuento al precio final y se lo suman a ese valor (apartado ¢ de
la cuestién cuarta). En las cuestiones 4 y 8 emerge, de distinta forma, la
necesidad de identificar el valor sobre el que aplicar el porcentaje, que
es un paso conceptualmente mas complejo que el hecho simple de aplicar
un porcentaje a un valor determinado (que se podria identificar con la
fraccion como operador); por su parte, en la cuestion 14, precisamente
la ausencia de ese valor sobre el que operar es lo que suele conducir a
error (Contreras et al., 2012). Si la pregunta se hubiera planteado como
«tQué porcentaje de A (determinado) se corresponde con 2/10 de ese
valor?», los resultados se hubieran correspondido con los obtenidos en la
quinta cuestion.

Por otro lado, nombrar o reconocer expresiones decimales en
representaciones no convencionales es una dificultad evidenciada en otros
estudios (Ball, 1990a). En la Educaciéon Primaria se suele hacer poco
hincapié en el sistema de numeracién decimal, cuyo conocimiento tiene
importantes implicaciones en todos los aspectos de la Educacion Primaria
como para ser considerado conocimiento transversal; es mas, Kamii (1994)
indica que el aprendizaje de los algoritmos aritméticos sin una
comprension conceptual significativa previa del nimero genera un circulo
vicioso, pues «‘malensena’ el valor de posicién e impide el correcto
desarrollo del concepto del nimero» (p. 49), cuando el valor de posicion
de nuestro sistema de numeracion es fundamental para un profundo
conocimiento del mismo que, posteriormente, permita utilizarlo
correctamente. El conocimiento con sentido de su estructura implica
mucho mis que identificar el papel de las unidades de cada orden.
La cuestién 15 aborda un aspecto particular de esta comprension: la
relacionada con la lectura y escritura de los nimeros enfatizando un orden
de unidad cualquiera. En esta cuestion la dificultad no estd en reconocer
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que el nimero estd compuesto por una unidad, dos décimas, tres
centésimas y siete milésimas, sino en hacer diferentes lecturas de esa
cantidad, conjugando décimas y centésimas, conociendo la definicién de
numero decimal y sentido de las unidades. Otro aspecto que incluye esa
comprension con sentido del sND es el que se aborda en la cuestiéon 11
(significado de la distancia entre dos nimeros racionales), pero en este
caso la resolucion pasa por sumar o restar tres milésimas al valor dado, de
ahi la diferencia de resultados entre ambas.

Es destacable, asimismo, la proximidad entre la frecuencia de acierto y
error en las preguntas 9 y 10, ambas disenadas para el estudio de la
comprension de la densidad de los nuimeros racionales: este hecho,
independientemente de la representacién del nimero racional como
decimal o como fraccién, no suele ser una idea correctamente construida
en los EpM (Ruiz y Castro, 2011).

La cuestiéon 17, como ya se ha senalado, no requiere solo operar con
fracciones, sino también la jerarquia y el uso de fracciones equivalentes o
una utilizacion del algoritmo y el consiguiente dominio del cdlculo del
minimo comin multiplo. La conjuncién de todos estos aspectos determina
la dificultad con la que parecen encontrarse los EpMm, reflejada en el
resultado del cuestionario.

Analizando ahora los elementos del koT mencionados en el apartado 4,
consideramos que tanto la definiciéon como el significado que los Epm
otorgan a las fracciones, impropias y propias (preguntas 1y 13), asi como
su conocimiento acerca de las representaciones y los procedimientos que
se pueden desarrollar usando fracciones, decimales y porcentajes, en todos
los aspectos tratados (preguntas 14, 15, 4, 8) forman parte de las
debilidades de los Epm estudiados; igualmente, la obtencion de fracciones
equivalentes y la jerarquia de operaciones (pregunta 17) son debilidades
destacables. También el sistema de numeracién decimal (SND), parece
formar parte también de las dificultades, pues, aunque la pregunta nimero
11 en la que se trata el significado de la distancia a la que se encuentran
dos nimeros decimales tiene un acierto considerable, las preguntas 14 y
15, que inciden mas profundamente en la estructura del sND, cosechan un
error muy importante.

En cuanto a la densidad de los nimeros racionales y su orden, aunque
el porcentaje de respuestas correctas de las cuestiones correspondientes
(9, 10 y 16) supera al del error acumulado en cada una de ellas, es
tan escasa la diferencia que nos inclinamos a pensar que son también
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muestra de debilidades solo superadas minimamente por el posible
conocimiento procedimental asociado, lo cual muestra una debilidad
en el conocimiento de las propiedades y fundamentos de los nimeros
racionales en cuando a su densidad.

Del lado de las fortalezas, por tanto, solo es razonable situar la
capacidad de ubicar un nimero decimal en la recta (pregunta 3), incluso
siendo este un numero negativo, que es lo que establece la mayor
dificultad de la cuestion y lo que hace el hallazgo mas destacable; debemos
unir a esta el uso de los algoritmos como el producto y la suma (entendida
en el sentido amplio) de fracciones, lo que incluye la interpretacién de la
distancia entre dos expresiones decimales como una sustraccién, y
la estimacion y operacion con dos expresiones fraccionarias y/o decimales
(preguntas 11y 12), que son objeto de aprendizaje ampliamente a lo largo
de la Primaria y del primer ciclo de la Secundaria.

Reflexion final

Para finalizar, nos gustaria que este estudio pudiera contribuir a la reflexién
de los distintos actores implicados en el sistema educativo con capacidad
en la toma de decisiones. En primer lugar, esto nos debe ayudar a
comprender mejor qué y cémo trabajar determinados aspectos
relacionados con las fracciones, los decimales y los porcentajes en la
Educacién Primaria. En segundo lugar, las autoridades educativas deberian
definir con mas precision los conocimientos matematicos previos exigibles
a un estudiante para Maestro, puesto que la universidad no parece el lugar
mis adecuado para volver sobre conocimientos que deberian haberse
superado con anterioridad.

Queremos llamar la atencién asimismo sobre el marco tedrico sobre el
que se apoya nuestro estudio. Aunque nos hemos centrado en
el conocimiento de los temas matematicos (kOT), también han aflorado
conocimientos relacionados con la estructura matematica (kSM) y con la
prictica matemadtica (kpMm), que conforman las tres componentes del
conocimiento matematico del profesor de Matematicas (MK), intimamente
relacionado con las cuatro propiedades que plantea Ma (1999) como
caracterizadoras de lo que llama ‘comprension profunda de la matematica
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fundamental’ por parte del maestro: ideas basicas (simples y poderosas),
relacionadas con el ko1 y el ksM que les permitirin guiar a sus futuros
alumnos a «realizar una verdadera actividad matemadtica» (Ma, 1999,
p- 148); conectividad, en cuanto a las conexiones entre los conceptos y los
procedimientos (kOT y ksM); multiples perspectivas de una misma realidad
o aproximacién a la solucién de un problema (xoT); y coherencia
longitudinal, relacionada con el conocimiento curricular. Los subdominios
de nuestro marco teérico, y particularmente las categorias del xor
analizadas en este estudio, conforman una estructura fundamentada de lo
que deberia abordarse en la formacion inicial de los maestros. Para que
esto pueda hacerse, es imprescindible partir de un conocimiento
matematico, sélidamente construido que permita abordar con garantias,
tanto las componentes del conocimiento didactico del contenido, como
profundizar en el conocimiento matematico especializado que requiere un
maestro para realizar una buena practica docente. Una posibilidad de
conseguir un mayor nivel de conocimiento matemadtico en el momento
de comenzar la formacion inicial, que estd en este momento en discusion
(Castro, Mengual, Prat, Albarracin y Gorgorio, 2014), es la realizacion de
pruebas especificas para el acceso a esta formacion.
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